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Геомеханика и геотехнология

РАЗЛЕТ ПРОДУКТОВ ДЕТОНАЦИИ
С КОСОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЗАРЯДА

В современных отраслях промышленности, таких как добыча полезных ископаемых, неф-
тепереработка и химические технологии, особо актуальна проблема, обусловленная так на-
зываемыми быстропротекающими процессами. Причиной этих процессов являются некон-
тролируемые экзотермические химические реакции, которые могут протекать в различных 
формах, но, главным образом, в форме дефлаграции или детонации. Теоретические и экспе-
риментальные исследования дефлаграционных и детонационных процессов необходимы для 
создания методов управления этими процессами в гомогенных, гетерогенных, газообразных, 
жидких и твердых средах. В статье подробно обсуждается задача об истечении продуктов 
детонации с произвольной поверхности заряда твердого взрывчатого вещества, к которой 
детонационная волна подходит под некоторым углом. В процессе решения задачи получены 
формулы, позволяющие выявить зависимости скоростей и плотностей разлетающихся про-
дуктов детонации от углов разлета и встречи.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: ГОРНЫЕ ВЫРАБОТКИ, ВЗРЫВЧАТЫЕ ВЕЩЕСТВА, УРАВНЕНИЯ 
ЭЙЛЕРА, УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ, АДИАБАТА ПУАССОНА, ДЕТОНАЦИОННЫЕ 
ВОЛНЫ, МЕТОД ХАРАКТЕРИСТИК.

ВВЕДЕНИЕ
В течение многих лет ударно-волновые 

и детонационные процессы исследовались 
теоретически и экспериментально. В послед-
нее время они вновь привлекли пристальное 
внимание ученых во всем мире. Особый инте-
рес к изучению ударно-волновых и детонаци-
онных процессов в газовоздушных смесях, в 
конденсированных и твердых взрывчатых ве-
ществах обусловлен их особой опасностью на 
промышленных и энергетических объектах, 
особенно на угольных шахтах. Хотя большин-
ство взрывов газовоздушных смесей и взрыв-
чатых веществ в угольных шахтах порождают 
волны дефлаграции, наихудший сценарий 
предполагает образование детонационных 
волн, которые чрезвычайно разрушительны, 
поскольку давление в них может достигать 
10 МПа.

Подробный анализ и газодинамические 
условия протекания дефлаграционных и дето-
национных процессов в атмосфере очистных 
горных выработок, имеющих зоны подвода 
теплоты от находящихся поблизости очагов 
самонагревания, рассмотрены в статье [1].

В работе [2] авторы сопоставили расчет-
ные и экспериментальные данные параме-
тров горения и детонации различных смесей, 
характерных для аварийных взрывов в шах-

тах, в широком диапазоне изменения концен-
трации смеси и их стехиометрического соот-
ношения.

В статье  [3] обсуждается задача о вы-
нужденной детонации, сформированной в 
результате истечения газа из подземного ре-
зервуара в горную выработку со сверхзвуко-
вой скоростью. Получены формулы, харак-
теризующие изменения скоростей, давлений, 
плотностей, пылегазовоздушного потока на 
фронте ударной волны и на поверхности Чем-
пена – Жуге. Построены графики, с помощью 
которых обнаружены некоторые условия и 
закономерности протекания вынужденной 
детонации в пылегазовоздушных смесях. 

В работе  [4] исследованы параметры 
фронта ударной волны в газовоздушной сме-
си с учетом ее вязкости и теплопроводности. 
Получена формула, характеризующая изме-
нение скорости за фронтом ударной волны в 
смеси, вычислена ширина фронта и выявле-
ны некоторые закономерности ее изменения 
в горных выработках.

В монографии [5] изложены вопросы ма-
тематического моделирования ударно-волно-
вых процессов в многофазных средах. Полу-
чены уравнения и найдена структура ударной 
волны в смеси газов. Дан вывод соотноше-
ния на комбинированном разрыве в смеси 
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газ – частицы. Рассмотрена задача об эрозии 
тел в двухфазном потоке газ  –  частицы. Ис-
следовано распространение ударной волны в 
пористом твердом теле.

В работе [6] представлены результаты ис-
следований по проблемам инициирования, 
распространения и стабилизации детонаци-
онных волн в неподвижных и движущихся 
горючих газовых смесях.

Работа  [7] посвящена волновым движе-
ниям смеси газа и мелких твердых частиц с 
учетом различия скоростей и при наличии 
собственного давления фазы частиц. Описа-
ны различные виды уравнения состояния для 
фазы частиц. Даны графические иллюстра-
ции уравнения, определяющего составной 
тип этой модели в пренебрежении давлением 
фазы частиц. Показано, что при некоторых 
предположениях полная модель приводится 
к системе уравнений гиперболического типа, 
для которой определены типы ударных волн, 
реализующихся в данной смеси.

В конденсированных взрывчатых веще-
ствах  (ВВ), представляющих собой жидкие и 
твердые взрывчатые вещества, в единице объ-
ема сконцентрировано до 10 кДж/см3 хими-
ческой энергии, в то время как во взрывчатых 
газовоздушных смесях при нормальной плот-
ности эта величина имеет порядок 10–3 кДж/см3. 
Поскольку начальная плотность конденсиро-
ванных  ВВ, в отличие от взрывчатых газоо-
бразных веществ, достаточно высока и обычно 
превышает плотность воды, то после реакции 
взрывчатого разложения, когда выделяется 
значительная энергия в сравнительно малом 
объеме, давление резко возрастает, доходя для 
типичных конденсированных взрывчатых ве-
ществ до сотен тысяч атмосфер.

Кроме этого, весь процесс химического 
превращения в конденсированных  ВВ длит-
ся очень малые промежутки времени (~  10–7 
с), что затрудняет экспериментальное изуче-
ние этого процесса, который значительно 
сложнее, чем во взрывчатом газе, поскольку 
молекулы конденсированных  ВВ находятся 
в тесном контакте между собой, что может 
существенно влиять на механизм химической 
реакции.

Одной из важнейших теоретических задач 
при использовании конденсированных  ВВ в 
различных технологических процессах явля-
ется исследование истечения и разлета про-
дуктов детонации, чему и посвящена данная 
статья.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассмотрим важный случай истечения 
продуктов детонации с произвольной по-
верхности заряда взрывчатого вещества, к 
которой детонационная волна подходит под 
некоторым углом α (рис. 1).

В системе полярных координат, для кото-
рой точка пересечения детонационной волны 
с поверхностью заряда покоится и является 
началом координат, будут иметь место урав-
нения движения Эйлера и уравнение нераз-
рывности [8, 9].

2 1 0r r
r

v vv v pv
r r r r

θ θ∂ ∂ ∂+ − + =
∂ ∂θ ρ ∂

,

1 0r
r

v v v v v pv
r r r r
θ θ θ θ∂ ∂ ⋅ ∂+ + + =

∂ ∂θ ρ ⋅∂θ
, (1)

( )( ) 0r vrv
r

θ∂ ρ∂ ρ + =
∂ ∂θ

,

где ρ, p — соответственно плотность и давле-
ние газа, r  — радиус–вектор, θ  — полярный 
угол, vr,  vθ  — соответственно радиальная и 
тангенциальная компоненты вектора скоро-
сти  v .

При сделанных предположениях вблизи 
поверхности разлета все параметры газа мало 
зависят от r. Поэтому будем полагать, что па-
раметры являются функциями только одного 
полярного угла θ, в силу чего движение газа 
будет автомодельным, поскольку число неза-
висимых переменных уменьшится на едини-
цу, а система уравнений (1) примет вид

rdv v
d θ=

θ
, (2)
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1
r

dvdp v v
d d

θ
θ

 = − + ρ θ θ 
, (3)

( ) 0r
d vv

d
θρρ + =

θ
. (4)

Учитывая, что скорость звука a определя-
ется по формуле [10, 11]

pa ∂=
∂ρ

,

то уравнение (3) можно преобразовать к виду

2 ln 0r
dvda v v

d d
θ

θ
ρ  + + = θ θ 

, (5)

а уравнение  (4) удобнее переписать следую-
щим образом:

ln 0r
dv dv v
d d

θ
θ

ρ+ + =
θ θ

. (6)

Умножим уравнение (6) на vθ:

2 ln 0r
dv dv v v v
d d

θ
θ θ θ

ρ+ + =
θ θ

и вычтем его из уравнения  (5), в результате 
чего мы получим формулу 

v aθ = , (7)
которая показывает, что решение рассматри-
ваемой задачи следует искать исходя из усло-
вия, что тангенциальная составляющая ско-
рости становится равной местной скорости 
звука a.

Далее воспользуемся уравнением Бернул-
ли для идеального газа [10, 11]

2 2 2
max

2
1

v a v
k

+ =
−

,

из которого, с учетом соотношения
2 2 2

rv v vθ= +
и формулы (7), найдем 

2 2
max

1( )
1 r

ka v v
k

+= −
−

, (8)

где k — показатель изэнтропы, vmax — макси-
мальная скорость газа.

Подставив в уравнение  (2) форму-
лы (7) и (8), получим обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение

2 2
max

1( )
1

r
r

dv k v v
d k

−= −
θ +

, (9)

которое допускает разделение переменных [12]

2 2
max

1
1

r

r

dv k d
kv v

−= ⋅ θ
+−

. (10)

Будем вести отсчет угла  θ по часовой 
стрелке от линии ОС (см. рис. 1), на которой 
vr = vmax, в силу чего угол θ следует учитывать 
со знаком минус, поэтому, интегрируя  (10), 
имеем

max
2 2
max 0

1
1

rv
r

rv

dv k d
kv v

−θ
−= ⋅ θ
+−∫ ∫ .

Поскольку интегралы в обеих частях получен-
ного уравнения являются табличными  [13], 
то оно приобретает следующий вид

max

1arccos
1

rv k
v k

  −= ⋅θ  + 
,

откуда получаем формулу

max

1cos
1

rv k
v k

 −= ⋅θ  + 
. (11)

Рис. 1. Схема взаимного расположения заряда
взрывчатого вещества и фронта ударной волны
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Далее из уравнения (9) находим

2

max
max

1 1
1

r rdv vkv
d k v

 −= ⋅ −  θ +  

и, учитывая формулы (7), (11), имеем

max
1 1sin
1 1

k kv a v
k kθ

 − −= = ⋅ ⋅θ  + + 
. (12)

Подставляя (12) в формулу  tg / ra vµ = , опре-
деляющую местный угол  Маха  µ и учиты-
вая (11), найдем

1 1tg tg
1 1

k k
k k

 − −µ = ⋅ ⋅θ  + + 
. (13)

В рассматриваемой области  γ все па-
раметры являются функциями только 
угла θ  (рис. 1). Линия ОС обозначает грани-
цу разлета. Учитывая, что при θ = γ, a = aк, из 
формулы (12), получим

ê
max

1
1 1sin

1

akv
k k

k

+= ⋅
−  − ⋅ γ + 

, (14)

а из формулы (11) найдем

max
1cos
1r

kv v
k

 −= ⋅θ  + 
. (15)

Подставив формулу (14) сначала в (12), а за-
тем в (15), найдем составляющие скорости

ê

1sin
1

1sin
1

k
k

v a
k
k

θ

 − ⋅θ + = ⋅
 − ⋅ γ + 

,

ê

1cos
11

1 1sin
1

r

k
kkv a

k k
k

 − ⋅θ ++  = ⋅
−  − ⋅ γ + 

, (16)

где γ является углом между лучами  OC и 
OA (см. рис. 1).

Воспользовавшись далее уравнением  (4), 
учитывая в котором формулы (7) и (16), полу-
чим уравнение

( ) 1 (sin )
1 sin

d a k d
a k
ρ + θ= − ⋅

ρ − θ
, (17)

в котором новая переменная  θ  определяется 
по формуле

1
1

k
k

−θ = ⋅θ
+

. (18)

Поскольку переменные в уравнении (17) раз-
делены, то, интегрируя его при переменном 
верхнем пределе, получаем формулу, опреде-
ляющую плотность продуктов детонации

1
10

0
sin
sin

k
ka

a

+
− θρ = ρ  γ 

,

которую с помощью формул (7) и (16) прео-
бразуем к виду

2
1

0
sin
sin

k − θρ = ρ  γ 
, (19)

где ρ0, a0 — параметры газа в начальный мо-
мент, а величина  γ  определяется по формуле

1
1

k
k

−γ = ⋅ γ
+

. (20)

С учетом формул  (18)  и  (20) приведем 
формулы (16) к виду

ê
sin
sin

v aθ
θ= ⋅
γ , 

ê
1 cos
1 sinr

kv a
k

+ θ= ⋅
− γ

. (21)

Полученные формулы дают возможность 
определить зависимости скорости и плотно-
сти разлетающихся продуктов детонации от 
угла разлета и от угла встречи. Наибольший 
интерес представляет более детальное рас-
смотрение случая разлета продуктов детона-
ции с боковой поверхности взрывчатого ве-
щества, т. е. тогда, когда угол  / 2α = π . В этом 
случае

2
πγ = ,  β = π ,

aк

aк

aк

aк aк
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а формулы (19), (21) принимают вид
2 /( 1)

0(sin ) k −ρ = ρ θ , ê sinv aθ = ⋅ θ ,

ê
1 cos
1r

kv a
k

+= ⋅ θ
−

.
 

(22)

Возможно также приближенное, доволь-
но наглядное решение рассмотренной зада-
чи, основанное на предположении, что после 
прохождения детонационной волны через за-
данное сечение заряда разлет поверхностных 
слоев под действием внутреннего давления 
в системе координат, движущейся вместе с 
фронтом волны, происходит перпендику-
лярно к поверхности заряда. Тогда в непод-
вижной системе координат разлет продуктов 
детонации будет происходить под углом ψ к 
поверхности заряда, причем этот угол опреде-
ляется из очевидного соотношения

í

0
tg u

u
ψ = ,

 
(23)

где u0 — скорость, направленная по нормали 
к поверхности заряда и определяемая по фор-
муле

í
0 2

2 2
1 1

a kDu
k k

= =
− − ,

а uн — скорость, направленная вдоль поверх-
ности заряда

í 1
Du

k
=

+
,

где D — скорость фронта детонационной вол-
ны. Тогда полная скорость разлета, очевидно, 
определяется соотношением

2
2 2
0í 2

4 1
1 ( 1)

D kq u u
k k

= + = +
+ − , (24)

а формула (23) представляется в виде
1tg 

2
k

k
−ψ = . (25)

Для типичных взрывчатых веществ k = 3, 
ψ = 18° и поэтому q ≈ 0,8D. Указанные зако-
номерности особенно часто проявляются при 
детонации какого-либо протяженного заряда 
взрывчатого вещества.

Если необходимо получить фронт разлета-
ющихся продуктов детонации плоским, то для 
этой цели необходимо взять протяженный за-
ряд в виде угла Ω, величина которого (рис. 2), 
очевидно, определяется соотношением

180 2Ω = − ψ .

ψψ

Ω

Рис. 2. К определению угла Ω

Далее мы отметим, что применение урав-
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Далее мы отметим, что применение уравнения изэнтропы 
 

 v constkp = , (26) 
 
справедливо лишь при давлениях p > 250 МПа, а при давлениях p < 250 МПа необходимо поль-
зоваться уравнением адиабаты Пуассона 
 
 pvϰ = const, (27) 
 
где v — удельный объем газа, ϰ — показатель адиабаты Пуассона. При этом головная часть 
продуктов детонации, для которой справедливо уравнение (27) весьма мала по массе и состав-
ляет не более 5% от всей массы продуктов детонации, что позволяет не рассматривать отдельно 
ее действия. 

 (27)
где v — удельный объем газа, 

 

  
Далее мы отметим, что применение уравнения изэнтропы 
 

 v constkp = , (26) 
 
справедливо лишь при давлениях p > 250 МПа, а при давлениях p < 250 МПа необходимо поль-
зоваться уравнением адиабаты Пуассона 
 
 pvϰ = const, (27) 
 
где v — удельный объем газа, ϰ — показатель адиабаты Пуассона. При этом головная часть 
продуктов детонации, для которой справедливо уравнение (27) весьма мала по массе и состав-
ляет не более 5% от всей массы продуктов детонации, что позволяет не рассматривать отдельно 
ее действия. 

 — показатель 
адиабаты Пуассона. При этом головная часть 
продуктов детонации, для которой справед-
ливо уравнение (27), весьма мала по массе и 
составляет не более  5  % от всей массы про-
дуктов детонации, что позволяет не рассма-
тривать отдельно ее действия.

Интересно отметить, что при косом исте-
чении продуктов детонации происходит рас-
пределение масс и скоростей истекающих 
продуктов детонации по углам. Рассматривая 
движение продуктов детонации при косом 
истечении не только с головной части дето-
национной волны, но и с тыловых частей, мы 
придем к тому заключению, что будет иметь 
место перераспределение масс и скоростей по 
углам и по расстоянию от фронта детонаци-
онной волны.

Определим поверхность фронта волны 
разрежения в том случае, когда детонацион-
ная волна распространяется перпендикуляр-
но к боковой поверхности заряда. Будем рас-
сматривать задачу в прямоугольной системе 

aк

aк

uн

ан

uн

0
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координат. Заметим, что на фронте волны 
разрежения компонента скорости  v, направ-
ленная по оси y, равна нулю.

Проходящая детонационная волна харак-
теризуется уравнениями

2 4
x Du
t

= − ,  
2 4
x Da
t

= + .              (28)

Из теории характеристик  [14] для определе-
ния фронта волны разрежения будем иметь 
уравнение

22 2
2u a

t x x y

  ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ    + = +     ∂ ∂ ∂ ∂       
,           (29)

где
( , , ) 0x y tϕ =

является уравнением характеристической 
поверхности, представляющей собой фронт 
волны разрежения.

Поскольку движение этой волны автомо-
дельное и зависит только от одной независи-
мой переменной z1 = x/Dt, то решение уравне-
ния (29) можно искать в предположении, что 
оно зависит от двух независимых переменных

1
xz

Dt
= ,

  
2

yz
Dt

= .                      (30)

Подставляя из (28) значения u и a, прида-
дим уравнению (29) следующий вид:

2 2 2
2

2 1 2 1
1 2 2 2

1 1 1
2 4 2

z z z z
z z z z

   ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ   + + = +      ∂ ∂ ∂ ∂       
2 2 2

2
2 1 2 1

1 2 2 2

1 1 1
2 4 2

z z z z
z z z z

   ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ   + + = +      ∂ ∂ ∂ ∂      
.
                    

(31)

Производя преобразования, приведем полу-
ченное уравнение к виду

11 2

2 1
2

1
1 2

14
2

zz z
z z

z

∂ϕ
+∂ = −∂ϕ +

∂

. (32)

Поскольку

2

1 2 1

dz
z z dz

∂ϕ ∂ϕ=
∂ ∂

,

то уравнение (32) преобразуется к виду
2 2
2 2

1
1 1

2 1 1
1 2 2
2

dz z z
dz z

 = − +  +
, (33)

переменные в котором разделяются  [12], в 
силу чего мы находим решение уравнения (33)

2
2
2 1 1

1 1 1ln
2 2 2 2

Az z z    = + − +        
,

где
3
2 nA c= ,

или, возвращаясь к исходным перемен-
ным (30), найдем

1ln
2

2 2

xA
Dt Dty x

 − +    = +  
. (34)

Константа, входящая в это уравнение, 
определяется из следующих условий:

при
 

0xt
D

= :
 

0x x= ,
 

0y = ,

где x0  — текущая координата. Начало отсче-
та  y будем вести от поверхности заряда, а 
радиус заряда обозначим через  y0. При этих 
условиях решение уравнения (34) примет вид

0 0
0

1 1 3ln 22 2 1

y x
xx x

x

 
= + 

  +
. (35)

При y = y0 значение координаты x = x0 опреде-
лится из соотношения

0

0 0 0

1 1 3 1ln ln
2 2 2 2

y x x
x x x

    
= + − +    

     
. (36)

Величина  0x x x∆ = − , характеризующая 
глубину волны разрежения, определится из 
формулы

0

0 0 0

3 1 3 3ln ln
2 2 2 2

y x x
x x x

    ∆ ∆= − − −    
     

. (37)
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При x0 → ∞ будем иметь ∆x = 4y2/3x0 → 0, 
т. е. по мере увеличения расстояния, проходи-
мого детонационной волной, относительная 
глубина фронта волны разрежения будет убы-
вать.

В случае детонации от стенки при неболь-
ших значениях x0/y0 волна разрежения, идущая 
с боковой поверхности заряда, будет пересе-
кать область стационарного состояния продук-
тов детонации и нарушать ее форму. В стацио-
нарной области этот фронт будет прямолинеен, 
а сама волна будет сложной или отраженной. 
Поскольку стационарная область распростра-
няется по закону x = Dt/2, то, начиная со значе-
ний, определяемых из соотношения

0

0

1 3ln
2 2

y
x

= , (38)

фронт боковой волны разрежения будет пе-
ресекать область нестационарной волны, 
определяемой по формуле (28). Вид простых 
волн разрежения AC и BC, идущих с боковых 
поверхностей DA и BE, изображен на рис. 3.

A

BE

D

C

Рис. 3. Простые волны разрежения AC и BC

В случае мгновенной детонации фронт 
волны разрежения будет распространяться 
параллельно боковой поверхности вглубь за-
ряда с постоянной скоростью, равной местной 
скорости звука. Левее точки  C пойдут отра-
женные волны сначала по волне  (28), а затем 
по стационарной волне.

Рассмотренная здесь задача о разлете про-
дуктов детонации с косого среза и с боковой 
поверхности заряда помогает и в более слож-
ных задачах анализировать основные законо-
мерности неодномерных движений продуктов 
детонации.

Задача о движении продуктов детонации 
после встречи волн разрежения, идущих с 
разных поверхностей заряда, является весьма 

сложной и может быть решена методом харак-
теристик. В том случае, когда мы имеем линей-
ный длинный заряд и детонация началась на 
значительном расстоянии от рассматриваемой 
его части, можно допустить, что за фронтом де-
тонационной волны газ движется стационарно 
со скоростью uн = D/(k + 1), причем его давле-
ние постоянно. В этом случае в системе коор-
динат, в которой фронт детонационной волны 
неподвижен, движение продуктов детонации 
будет стационарным. Поэтому разлет продук-
тов детонации также будет стационарным.

Рассмотрим задачу о разлете продуктов 
детонации, несколько обобщая ее для того слу-
чая, когда заряд представляет собой паралле-
лепипед, поперечные размеры которого малы 
по сравнению с его длиной. В этом случае дви-
жение разлетающихся продуктов детонации 
можно считать плоским.

Полагая, что за фронтом детонационной 
волны в выбранной системе координат ско-
рость газа больше скорости звука, а не равна 
ей, как это имеет место именно для продук-
тов реальной детонации  (рис. 4), мы придем 
к заключению, что волна разрежения будет 
являться простой волной Прандтля  –  Майе-
ра, составляющие скорости которой опреде-
ляются по формулам [9]

0 0
2 1sin ( )

1 1r
kv a

k k
−= ⋅ θ − θ

− +
,

0 0
2 1cos ( )

1 1
ka v a

k kθ
−= = ⋅ θ − θ

+ +
,

где a0 — скорость звука заторможенного по-
тока. Константа  θ0 определяется из условия, 
что на фронте волны разрежения скорости vr 
и vθ нам известны.

Рис. 4. Простые и отраженные волны
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ВЫВОДЫ

1. Получены формулы, позволяющие 
определить скорости и плотности разлетаю-
щихся продуктов детонации в зависимости 
от угла разлета и от угла встречи.

2. При косом истечении продуктов дето-
нации имеет место перераспределение масс 
и скоростей по углам и по расстоянию от 
фронта детонационной волны.

3. В случае мгновенной детонации фронт 
волны разрежения будет распространяться 
параллельно боковой поверхности вглубь за-
ряда с постоянной скоростью, равной мест-
ной скорости звука.

4. Если за фронтом детонационной 
волны скорость газа больше звуковой, то 
волна разряжения будет являться волной 
Прандтля – Майера.
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