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ПОСТРОЕНИЕ РАСЧЕТНОЙ СХЕМЫ ШАХТНОЙ ПЕРЕМЫЧКИ 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ

Одной из основных особенностей разработки угольных месторождений подземным спосо-
бом является наличие метана и угольной пыли, образующихся из разрушенного угля. Смеши-
ваясь с воздухом рудничной атмосферы, пыль и метан образуют пылегазовоздушные смеси, 
предрасположенные к дефлаграционным и детонационным процессам, приводящим к серьезным 
авариям. Для предотвращения разрушительного воздействия детонационных процессов в руд-
ничной атмосфере в горных выработках устанавливают шахтные перемычки. К настояще-
му времени разработаны различные конструкции перемычек и технологические схемы их воз-
ведения. Однако научно обоснованные методики расчета перемычек пока разработаны лишь 
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ВВЕДЕНИЕ
При отработке угольных пластов, предра-

сположенных к самонагреванию [1], проявле-
нию газодинамических [2–4] и  детонацион-
ных процессов [5, 6] необходимо осуществлять 
изоляцию действующих горных выработок от 
выработанных пространств. Основным меро-
приятием процесса изоляции является возве-
дение шахтных перемычек, конструкции ко-
торых следует принимать, исходя из расчётов 
на прочность. Однако к настоящему времени 
методики прочностных расчетов перемычек 
прямоугольного поперечного сечения пока 
отсутствуют.

В последнее время появился ряд работ [7–
11], посвященных исследованию напряженно- 
деформированного состояния перемычек, 
установленных в  выработках круглого по-
перечного сечения. Так, в  статье [7] на базе 
волновой теории построена математическая 
модель перемычки кругового поперечного се-
чения. Определены частота ударной волны 
и компоненты напряженного состояния в бе-
тонной перемычке.

В  статьях [8, 9] рассматривается осесим-
метричная деформация шахтной перемыч-
ки в  статической постановке, а  в  статье [10] 
обсуждается модель шахтной перемычки на 
основе классической модели толстой плиты 
в линейной постановке. В процессе решения 
указанных задач получены формулы и  по-
строены графики компонентов напряжений, 
а также выявлены некоторые закономерности 
их распределения в перемычке.

И, наконец, в статье [11] обсуждается за-
дача о  напряженно- деформированном со-
стоянии перемычки при условии, что толщи-
на перемычки составляет 0,1 от ее радиуса. 

В  результате решения данной задачи уста-
новлено, что при действии внешней нагрузки 
2 МПа на перемычку радиуса 1,5 м толщиной 
0,15  м максимальные напряжения в  средин-
ной поверхности перемычки составляют все-
го 0,568 МПа, а  максимальные изгибающие 
напряжения составляют 149,98 МПа. Поэто-
му напряжениями в  срединной поверхности 
можно пренебречь по сравнению с изгибны-
ми напряжениями.

В  отличие от перемычек, рассмотренных 
в статьях [7–11], здесь рассматриваются пря-
моугольные перемычки (рис.  1). Разработка 
расчетной модели шахтной перемычки вы-
полняется на базе теории жестких пластин 
в рамках следующих допущений [12, 13]:

1) прогиб w(x,y) перемычки в направлении 
оси z постоянен по ее толщине и является ма-
лой величиной;

2) перемещения u(x,y), v(x,y) в направле-
нии осей Ox, Oy (рис. 1) пренебрежимо малы 
по сравнению с прогибом w(x,y);

Рис. 1. Геометрические параметры перемычки

частично, главным образом для перемычек круглого поперечного сечения. В данной статье об-
суждается напряженное состояние шахтной перемычки прямоугольного поперечного сечения, 
расчетная схема которой разработана на базе решения краевой задачи для жесткой пласти-
ны в рамках гипотезы Кирхгофа – Лява. Решение краевой задачи построено с помощью метода 
М. Леви. Найдены компоненты перемещений и напряжений в перемычке от действия ударной 
волны. Построены графики перемещений и напряжений в зависимости от соотношения сто-
рон перемычки и выявлены некоторые их закономерности.

Ключевые слова: ГОРНЫЕ ВЫРАБОТКИ, ШАХТНЫЕ ПЕРЕМЫЧКИ, ГИПОТЕЗА КИРХ-
ГОФА – ЛЯВА, КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, МЕТОД ЛЕВИ, РЯДЫ ФУРЬЕ.
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3) справедлива гипотеза Кирхгофа — 
Лява, согласно которой прямолинейные эле-
менты перемычки, перпендикулярные к ее 
срединной плоскости до деформации, оста-
ются прямолинейными и перпендикулярны-
ми к срединной поверхности перемычки по-
сле деформации;

4) любой слой перемычки, параллельный 
срединной плоскости, находится в плоском 
напряженном состоянии, а давление одних 
слоев на другие пренебрежимо мало;

5) материал перемычки является изотроп-
ным и линейно деформируемым по закону 
Гука; 

6) давление на фронте ударной волны рас-
пределено равномерно по площади перемыч-
ки, в силу чего ее деформация будет симме-
тричной относительно ее продольной оси.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
О РАВНОВЕСИИ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 

ПЕРЕМЫЧКИ, НАГРУЖЕННОЙ 
РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПОПЕРЕЧНОЙ 

НАГРУЗКОЙ
В силу принятых допущений в прямоу-

гольной перемычке (рис. 1) возникают изги-
бающие моменты Mx, My, связанные с ее про-
гибом w = w(x,y) следующим образом [12, 13]

 
,

  
, (1)

где   — цилиндрическая 
жесткость перемычки содержит модуль Юнга 
E, коэффициент Пуассона µ и толщину пере-
мычки h.

Подставив формулы (1) в уравнение рав-
новесия перемычки [12, 13], нагруженной по-
перечной нагрузкой q = q(x,y),

 

приходим к следующему дифференциально-
му уравнению [12, 13]

  
. (2)

Таким образом, задача об изгибе пере-
мычки распределенной поперечной нагруз-
кой q сводится к процедуре интегрирования 
уравнения (2), в результате которой появля-
ются постоянные интегрирования, значения 
которых зависят от типа граничных условий, 
определяемых условиями закрепления сто-
рон перемычки.

Будем полагать, что перемычка шарнирно 
закреплена вдоль ее вертикальных и горизон-
тальных сторон. В силу этого, граничные ус-
ловия представляются следующим образом:

,   0 0xw  
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,
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,

  
. (4)

Уравнение (2) и граничные условия (3), 
(4) образуют краевую задачу, для построения 
которой воспользуемся методом Леви [12, 
13]. Согласно этому методу искомое реше-
ние уравнения (2) и внешнюю нагрузку q(x,y) 
представим  в виде следующих рядов

 

,

  
, (5)

где каждый член первого ряда (5) удовлетво-
ряет граничным условиям (3), при этом Ym 
является функцией только координаты y. По-
скольку действующая на перемычку нагрузка 
является q0 = const, то величину qm в форму-
ле (5) можно представить следующим обра-
зом [13]
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. (6)

Подставив формулы (5) в уравнение изги-
ба пластины (2), получим уравнение

  
, (7)

каждый член которого удовлетворяет неодно-
родному дифференциальному уравнению

  
, (8)

которое, как известно [14], состоит из общего 
решения Ym(об) уравнения (8) без правой ча-
сти и частного решения Ym(ч) соответствую-
щего правой части (8)

  . (9)

Так как коэффициенты в левой части (8) 
являются постоянными величинами, то об-
щее решение (8) будем искать в виде [14]

  . (10)

Подставив  в уравнение (8) без правой ча-
сти, получим характеристическое уравнение 

 ,

распадающееся на систему двух одинаковых 
уравнений второго порядка

корнями которых являются величины

где

  
. (11)

Поскольку корни характеристического 
уравнения попарно равны между собой, то 
общее решение уравнения (8) представляется 
в следующем виде [14]

  . (12)

Воспользовавшись известными соотно-
шениями

представим решение (12) в более удобном для 
вычислительных процедур виде

  
, (13)

где Am, Bm, Cm, Dm — «новые» постоянные ин-
тегрирования, связанные со «старыми» по-
стоянными следующими соотношениями

Частное решение уравнения (8) в данной 
статье найдем для случая, когда распреде-
ленная нагрузка определяется формулой (6). 
Поскольку q0 = const, то qm также является 
постоянной величиной, поэтому частное ре-
шение будем искать в виде постоянной вели-
чины [14]

  , (14)

подставляя которую в уравнение (8), имеем

  
. (15)

Учитывая в формуле (9) найденные общее 
(13) и частное (15) решения, получим

  
. (16)

Поскольку изогнутая поверхность пе-
ремычки симметрична относительно оси x 
вследствие симметрии конструкции и при-
ложенной нагрузки, то в формуле (16) удер-
жим только четные функции от y, приняв 
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Bm = Cm = 0. В силу этого, формула (16) прио-
бретает вид

 

  

, (17)

а ее первая и вторая производные соответст-
венно равны

 ,

  
.  (18)

Далее подставим найденную Ym в первую 
формулу (5), получаем функцию

  
, (19)

где будем учитывать только нечетные члены 
с индексами m = 1,3,5,..., а постоянные интег-
рирования Am и Dm определим из граничных 
условий (4). Подставляя в первые два усло-
вия (4) формулу (5) с учетом выражений (17) 
и (18), получим систему двух алгебраических 
уравнений 

  
, (20)

  
, (21)

откуда находим постоянные интегрирования 
Am, Dm

 ,

  

. (22)

Учитывая в формулах (22) соотношения 
(6) и (11), приведем (22) к виду

  

, (23)

где

  
. (24)

Подставив формулы (23) сначала в (17), а 
затем в ряд (5) и выполнив преобразования, 
получим уравнение изогнутой поверхности 
шарнирно закрепленной пластины

  

, (25)

с помощью которого мы можем вычислить 
прогибы в любой точке пластины. 

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Ввиду геометрической симметрии пря-

моугольной перемычки и ее граничных усло-
вий, очевидно, максимальный прогиб возни-
кает в ее середине при x = a/2, y = 0 (см. рис. 
1). Подставив эти значения в формулу (25) 
и учитывая, что
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 (26)

имеем

  

. (27)

Для определения изгибающих моментов Mx и My найдем производные ∂2w/∂x2, ∂2w/∂y2, для 
чего дважды продифференцируем функцию (19) сначала по x

  
, (28)

а затем по y. При дифференцировании по у воспользуемся выражениями (5) и (18), в резуль-
тате чего получим

 

  
. (29)

Найденные производные (28) и (29) подставим в выражения (1), и, выполнив преобразова-
ния, найдем выражения для изгибающих моментов

  
, (30)

  
, (31)

где величины Am, Dm определяются по формулам (23), а параметр αm — по формуле (11).
Очевидно, что в рассматриваемых условиях нагружения перемычки наибольшие изгиба-

ющие моменты возникают в ее центре. Поэтому, подставив в формулы (30), (31) значения x = 
a/2, y = 0 и учитывая в полученных формулах соотношения (26), приходим к формулам

 
,

 .

Переходя к безразмерному прогибу  и безразмерным изгибающим моментам  ,  

 по формулам
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 (32)

и учитывая формулы (23), получим следующие выражения для безразмерного прогиба и без-
размерных изгибающих моментов

  

, (33)

  

, (34)

  

. (35)

На рис. 2 представлены графики зависимостей прогибов  и моментов ,  
в перемычке от величины η = b/a, вычисленных при µ = 0,3.

В ходе вычислительных процедур установлено, что ряды (33) — (35) хорошо сходятся, осо-
бенно при вычислении максимального прогиба. Разница в значениях искомых функций, вы-
численных при количестве членов ряда соответственно m = 3 и m = 5, составляет менее 1 %. 
Поэтому в данной статье при выполнении вычислительных процедур в рядах (33) – (35) удер-
живались только два первых члена.

Из анализа графиков, следует, что с ростом η все три искомые функции растут. При этом, 
наиболее существенно увеличивается функция , график которой (как и график функ-
ция ), представляет собой слабо вогнутую кривую, не имеющую экстремальных значе-
ний. В то же время, график функ-
ции  является выпуклой 
кривой, которая по мере роста ве-
личины η вырождается в  прямую 
горизонтальную линию. Вычисли-
тельные процедуры показывают, 
что при η≥ 4 изгибающий момент 

 уже не зависит от вели-
чины η. Обратим внимание, что 
в квадратной перемычке (при η = 
1) изгибающие моменты  
и , как и следовало ожи-
дать, равны между собой.

Зная величину η и соответ-
ствующие ей максимальные 

Рис. 2. Графики зависимостей максимальных безразмерных 
значений прогиба и изгибающих моментов в перемычке от 

отношения η = b/a
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изгибающие моменты, находим максималь-
ные напряжения [12, 13]

  
 (36)

и полагая, что эти напряжения являются глав-
ными

   (37)

определим эквивалентные напряжения, ис-
пользуя критерий предельного состояния Гу-
бера — Мизеса [15]

 

,

который для плоского напряженного состоя-
ния (σ3 = 0) приобретает вид

  , (38)
где [σ] — допускаемое напряжение для мате-
риала перемычки, которое представляет со-
бой отношение предела прочности материала 
перемычки σp к коэффициенту запаса проч-
ности n:

  
. (39)

В квадратной перемычке, как было ранее 
отмечено, изгибающие моменты равны меж-
ду собой и поэтому главные напряжения, как 
следует из формул (36) и (37), также равны 
друг другу σ1 = σ2, в силу чего, формула (38) 
существенно упрощается

  . (40)
Подставляя в условие (40) одну из фор-

мул (36) с учетом (32), приходим к следующе-
му условию

  
, (41)

где δ = h/a — относительная толщина пере-
мычки, а значение  вычисляется по 

формуле (34) при η = 1. Из условия (41) сле-
дует, что относительная толщина перемычки 
должна быть не менее

  
. (42)

На базе нестрогого неравенства (42) в ста-
тье рассмотрены две функции δ(q0) и δ([σ]), 
графики которых показаны на рис. 3 и рис. 4.

Анализ графиков на рис. 3, рис. 4 показы-
вает, что с ростом давления на фронте ударной 
волны q0 относительная толщина перемыч-
ки нелинейно увеличивается, а с  увеличе-
нием предела прочности бетона [σ], наобо-
рот, уменьшается. При этом график функции 
δ(q0) представляет собой монотонно возра-
стающую выпуклую кривую (рис. 3), а график 
функции δ([σ]) является монотонно убываю-
щей вогнутой кривой (рис. 4).

Рис. 3. График зависимости относительной тол-
щины перемычки от давления на фронте ударной 

волны

Рис. 4. График зависимости относительной тол-
щины перемычки от предела прочности материа-

ла перемычки
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В качестве примера найдем толщину h пе-
ремычки квадратного поперечного сечения со 
стороной a = 3 м, на которую действует удар-
ная волна, давление на фронте которой равно 
q0 = 2  МПа. Перемычка изготовлена из бето-
на, предел прочности которого составляет σp = 
30 МПа. Коэффициент запаса прочности при-
нят n = 2.

Решение данной задачи построим в следу-
ющем порядке:

1) по формуле (39) определяем допускае-
мое напряжение

 
,

2) по формуле (34) определяем изгибаю-
щий момент

 ,
3) из условия (42) находим относительную 

толщину ,
4) вычисляем искомую толщину перемыч-

ки  и принимаем окончательное зна-
чение h = 0,6 м.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В ходе выполненных исследований:
— представлены формулы в  виде функ-

циональных рядов для вычисления макси-
мальных перемещений и изгибающих момен-
тов в прямоугольной шахтной перемычке;

— на основе выполненного анализа ско-
рости сходимости рядов показано, что для 
вычисления искомых перемещений и изгиба-
ющих моментов в прямоугольной перемычке 
достаточно ограничиться в рядах только дву-
мя первыми членами;

— установлено, что с  ростом отношения 
высоты к ширине поперечного сечения пере-
мычки максимальные значения прогиба и из-
гибающих моментов в ней нелинейно увели-
чиваются;

— выявлено, что с  ростом давления на 
фронте ударной волны толщина перемычки 
нелинейно увеличивается, а  с  увеличением 
предела прочности материала перемычки — 
нелинейно уменьшается.
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CONSTRUCTION OF A DESIGN SCHEME FOR A RECTANGULAR CROSS-SECTION 
SHAFT BRIDGE

One of the main features of underground mining of coal deposits is the presence of methane and coal 
dust formed from the destroyed coal. Mixing with the air of the mine atmosphere, dust and methane form 
dust and gas-air mixtures predisposed to deflagration and detonation processes leading to serious accidents. 
To prevent the destructive effects of detonation processes in the mine atmosphere, shaft bridges are installed 
in the mine workings. To date, various bridge designs and technological schemes for their construction have 
been developed. However, scientifically based methods for calculating lintels have so far been developed only 
partially, mainly for lintels with circular cross-section. This article discusses the stress state of a rectangular 
cross–section shaft bridge, the design scheme of which is based on solving the boundary value problem for a 
rigid plate in the framework of the Kirchhoff-Love hypothesis. The solution of the boundary value problem 
is constructed using the M. Levy method. The components of displacements and stresses in the bridge from 
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the action of the shock wave are found. Graphs of displacements and stresses are constructed depending on 
the aspect ratio of the bridge and some of their patterns are revealed.

Keywords: MINING WORKINGS, MINE BRIDGES, KIRCHHOFF–LOVE HYPOTHESIS, 
BOUNDARY VALUE PROBLEM, LEVY METHOD, FOURIER SERIES.
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